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6 Programacion lineal

6.1 El problema de la programacién lineal

En muchos problemas del comercio y de la industria, es importante tomar las decisiones
que maximizan o minimizan una determinada cantidad. Por ejemplo, la gerencia de una
planta podria estar interesada en establecer la forma méas econémica de transportar la pro-
duccién desde la fabrica hasta los mercados; un hospital, en disefiar una dieta que satisfaga
ciertos requisitos nutricionales a minimo coste; un inversionista, en elegir las opciones que
maximicen sus ganancias; o un fabricante, en mezclar ingredientes segtin ciertas especifica-
ciones, pero de modo que obtenga el mayor beneficio. En esta seccién daremos varios ejem-
plos de problemas de programacion lineal y mostraremos c6mo se pueden formular mode-
los matemaéticos para ellos. También consideraremos su solucién geométrica.

Ejemplo 1 Un problema de produccién

Un pequeftio fabricante de productos para fotografia prepara diariamente dos tipos de re-
veladores de pelicula: fino y extrafino. Para ello utiliza como materia prima dos soluciones,
Ay B. Supongamos que cada cuarto de revelador fino contiene 2 onzas (~60gr.) de soluciéon
Ay 1onza (~30gr.) de solucién B, mientras que cada cuarto de revelador extrafino contiene
1 onza de solucién A y 2 onzas de solucién B.

Supongamos también que la ganancia por cada cuarto de fino es de 8 céntimos, y que la de
extrafino es de 10 céntimos por cada cuarto. Si la empresa dispone diariamente de 50 onzas
de solucién A y de 70 onzas de solucién B, jcuantos cuartos de revelador fino y cuantos de
extrafino debe producir para maximizar su ganancia (suponiendo que la tienda puede ven-
der todo lo que fabrica)?

Formulacion matemitica

Sean x e y el nimero de cuartos de revelador fino y de revelador extrafino que se produci-
ran, respectivamente. Dado que cada cuarto de fino contiene 2 onzas de solucién A y cada
cuarto de extrafino contiene 1 onza de solucién A, la cantidad total de solucién A requerida
es:

2x +y

Asimismo, como cada cuarto de extrafino contiene 1 onza de solucién B y cada cuarto de
extrafino contiene 2 onzas de solucién B, la cantidad total de solucién B requerida es:

x+2y

Dado que solamente disponemos de 50 onzas de solucién A y de 70 onzas de solucién B,
debemos tener:

2x+ y <50
x + 2y < 70.
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Por supuesto, como x e y no pueden ser negativos, también debe cumplirse que:
x=20yy=0.

Finalmente, puesto que la ganancia generada por cada cuarto de fino es de 8 céntimos y la
generada por cada cuarto de extrafino es de 10 céntimos, la ganancia total (en céntimos) es:

z = 8x + 10y.

Nuestro problema se puede enunciar en términos matematicos asi: determinar los valores
de x e y que maximicen la funcién:

z = 8x + 10y
sujetos a las siguientes restricciones (que deben ser satisfechas por x e y):

2x+ y <50
x + 2y <70
x=0

y= 0.

Ejemplo 2 Contaminacién

Un fabricante elabora cierto producto quimico en cualquiera de sus dos plantas, X e Y. La
planta X puede fabricar un maximo de 30 toneladas por semana y la planta Y un maximo
de 40 toneladas por semana. El fabricante quiere producir por lo menos 50 toneladas por
semana. Se encontrd que, semanalmente, la cantidad de particulas suspendidas en la atmos-
fera de una poblacién vecina es de 20 kilos por cada tonelada del producto fabricada en la
planta X, y es de 30 kilos por cada tonelada fabricada en la planta Y. ;Cuantas toneladas
deben fabricarse semanalmente en cada planta para minimizar la cantidad total de particu-
las suspendidas en la atmésfera?

Formulacion matemitica

Sean x e y las toneladas del producto fabricadas en las plantas X e Y, respectivamente, cada
semana. La cantidad total producida semanalmente es, entonces x + y.

Como se quiere producir al menos 50 toneladas por semana, debemos tener x + y = 50.
La planta X puede fabricar como maximo 30 toneladas semanales. Esto significa que x <
30.

Andlogamente, la planta Y puede fabricar como méximo 40 toneladas semanales. Enton-
ces se debe cumplir que y < 40.

Por supuesto, x e y no pueden ser negativos, es decir, se requiere x = 0.y = 0.

La cantidad total de particulas suspendidas (en kilos) esz = 20x + 30y, cantidad que que-
remos minimizar. En consecuencia, podemos formular matematicamente nuestro problema
asi: determinar valores de x e y que minimicen z = 20x + 30y, y que satisfagan las si-
guientes restricciones:

= 50

30

40

<= R +
ININ <

© Ignacio Garcia-Julid - Ricardo Visiers Baiion -2018 2



S, [
///\\// Vitoria

Matemiticas para la ingenieria 5. Programacién lineal \\\ UFV Macrid

Ejemplo 3 El problema de la dieta

Un nutricionista planifica un ment, con los alimentos A y B como componentes principales.
Cada onza del alimento A contiene 2 unidades de proteina, 1 unidad de hierro y 1 unidad
de tiamina; cada onza del alimento B contiene 1 unidad de proteina, 1 unidad de hierro y 3
unidades de tiamina. Ademas, cada onza de A cuesta 30 centavos, mientras que cada onza
de B cuesta 40. El especialista quiere que el menti proporcione al menos 12 unidades de
proteina, 9 de hierro y 15 de tiamina. ;Cuédntas onzas de cada uno de los alimentos debe
emplear para minimizar el coste del mismo?

Formulacion matemitica

Sean x e y el nimero de onzas de los alimentos A y B que deben utilizarse, respectivamente.
El aporte de unidades de proteina del menties 2x + y, de modo que se requiere 2x + y >
12.

El nimero de unidades de hierro proporcionadas por el mend es x + y, lo cual implica que
x+y =09
El aporte total de unidades de tiamina es x + 3y, en consecuencia, x + 3y > 15

Por supuesto, se requiere que

x=0,y=>0.
El costo (en céntimos) del ment es

z = 30x + 40y

cantidad que se busca minimizar. Por lo tanto, una formulacién matematica de nuestro
problema es: determinar valores de x e y que minimicen

z = 30x + 40y

sujetos a las restricciones
2x+y=12
x+y=9
x+3y =15

x=0
y=0

Estos son ejemplos tipicos de los problemas de programacién lineal. Su forma general es:
determinar valores de x4, X5, ..., X, que minimicen o maximicen
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Z=CX; + 01X+ CpXy ¢
sujetos a
A11%1 + A% + -+ A X (S) () (=) by
Ap1X1 + App%; + -+ A X, (S)(2) (=) by ?)

A1 X1 + AnaXy + o+ QX0 () (2) (=) by

520 (1<j<n) 3)

donde, en cada relacién de (2), aparece uno y solamente uno de los simbolos <, > 0 =. La
funcién lineal (1) se conoce como funcién objetivo. Las igualdades o desigualdades en (2)
y (3) son las restricciones. En el contexto de la programacién lineal, el término lineal signi-
fica que la funcién objetivo (1) y cada una de las restricciones en (2) son funciones lineales
de las variables x;, x,, ..., X,. La palabra “programacion” no debe confundirse con su uso en
142 n
la programacion de computadoras; se refiere a las aplicaciones a problemas de planificacion
o de asignacién de recursos.

6.1.1 Solucién geométrica

Ahora desarrollaremos un método geométrico para resolver problemas de programacion
lineal con dos variables. Este enfoque nos permitira solucionar los problemas que acabamos
de plantear. Como la programacién lineal involucra sistemas de desigualdades lineales, las
estudiaremos primero desde un punto de vista geométrico.

Consideremos el Ejemplo 1: determinar el conjunto de puntos que maximizan:
z = 8x + 10y. (4)
sujetos a las restricciones:
2x+ y <50
x+2y <70 ®)
x=0

y = 0.

(a) Conjunto de puntos (b) Conjunto de puntos (c) Conjunto de puntos
que satisfacen x > 0 que satisfacen y > 0 que satisfacenx > 0yy >0
Figura 6-1

El conjunto de puntos que satisfacen el sistema (5) formado por las cuatro desigualdades,
es el conjunto de puntos que satisfacen simultaneamente a cada una de ellas. La Figura 6-1
(a) muestra el conjunto de puntos que satisfacen la desigualdad x > 0, y Figura 6-1 (b) el
conjunto de puntos que satisfacen la desigualdad y = 0. El conjunto de puntos que satisfacen
ambas desigualdades x >0 ey 20, es la intersecciéon de las regiones que se muestran en la
Figura 6-1 (a) y la Figura 6-1 (b) Este conjunto, es el conjunto de todos los puntos del primer
cuadrante, y aparece en la Figura 6-1 (c).
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Determinaremos ahora el conjunto de puntos que satisfacen la desigualdad:
2x+ y <50 (6)

En primer lugar, consideremos el conjunto de puntos que satisface la desigualdad estricta:
2x+ y <50 (7)

La linea recta:
2x+ y =150 8)

divide el conjunto de puntos que no estan sobre la recta en dos regiones (Figura 6-2); una
de ellas contiene todos los puntos que satisfacen (7), y la otra todos los puntos que no la
satisfacen. La propia recta, correspondiente a (8), y trazada con lineas punteadas, no perte-
nece a ninguna de estas regiones.

1 (0,50
ao. 20)\__\\ /

2x+y=50

Figura 6-2

Figura 6-3

© Ignacio Garcia-Julid

* Ricardo Visiers Baiion -2018



N, [
///\\// Vitoria

Matemiticas para la ingenieria 5. Programacién lineal \\\ UFV Macrid

El conjunto de puntos que satisfacen la desigualdad (6) esta formado por aquellos puntos
que satisfacen (7) y se encuentran sobre la recta (8). Por lo tanto, la regién correspondiente
a (6), que aparece en la Figura 6-3, incluye la linea recta, que ha sido trazada en forma con-
tinua.

De forma similar se establece el conjunto de puntos que satisfacen la desigualdad
x+2y <70 (9

Como se muestra en la Figura 6-5

El conjunto de puntos que satisfacen las desigualdades (6) y (9) es la interseccién de las
regiones que se muestran en las figuras Figura 6-3 y Figura 6-5; es la region sombreada que
aparece en la Figura 6-4

(0, 50)
— v+ y=50
x+2y=70

A}
\> /A‘A e %

Figura 6-4

Figura 6-5

Por tltimo, el conjunto de puntos que satisfacen las cuatro desigualdades (5) es la intersec-
cion de las regiones sombreadas de las figuras Figura 6-1 (c) y Figura 6-4. Es decir, es el
conjunto de puntos de la Figura 6-5 que estdn en el primer cuadrante. Este conjunto de
puntos aparece en la Figura 6-6. Hemos mostrado que el conjunto de puntos que satisfacen
un sistema de desigualdades es la interseccion de los conjuntos de puntos que satisfacen
cada una de las desigualdades.

Un punto que satisface las restricciones de un problema de programacion lineal es una so-
lucién factible; el conjunto de todos estos puntos es la region factible. Debemos observar
que no todo problema de programacion lineal tiene una region factible, como muestra el
siguiente ejemplo.

\ (0, 50) 5

L — ty= 50
x+2y=70

0,35+

Figura 6-6

Ejemplo 4 Determinar el conjunto de puntos que maximizan
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Valor de
z=8x+ 10y

Punto (centavos)
0(0,0) 0

A(0, 35) 350
B(10, 30) 380
C(25,0) 200
D(5, 10) 140
E(20,5) 210

Tabla 6-1

z = 8x + 10y (10)

sujetos a las restricciones:

x>0 11

<
v
o

En la Figura 6-7 hemos designado como regién I al conjunto de puntos que satisfacen la
primera, la tercera y la cuarta desigualdades; es decir, la region I es el conjunto de puntos
que estan en el primer cuadrante y satisfacen la primera desigualdad en (11). De manera
similar, la regién II es el conjunto de puntos que satisfacen la segunda, la tercera y la cuarta
desigualdades. Es obvio que no hay puntos que satisfagan las cuatro desigualdades.

y

\3

\ Regi6n IT
2
o

t t t t t x
3\\

Figura 6-7

Para resolver el problema de programacion lineal del Ejemplo 1, debemos determinar una
solucioén factible que produzca el valor mas grande posible de la funcién objetivo (1); es
decir, tenemos que encontrar la solucién éptima. Como hay una infinidad de soluciones
factibles, a primera vista parece muy dificil decidir si una solucién factible es 6ptima o no.
En la Figura 6-8 presentamos nuevamente la Figura 6-6 y mostramos la regioén factible de
este problema de programacion lineal, junto con varias soluciones factibles representadas
por los puntos O, A, B, C, D y E. Los puntos F y G no estan en la regién factible.

y

F(0, 50)
2x+y=50
A0, 351\ _B(10, 30) P
D(5,]10)
G(70,0) ‘
0(0,0) €25, 0) !
Figura 6-8

En la Tabla 6-1 aparece el valor de la funcién objetivo (en céntimos) para cada uno de los
puntos O, A, B, C, Dy E. Vemos que el valor més grande de la funcién objetivo, calculado
en las soluciones factibles O, A, B, C, D y E, se alcanza en el punto B(10, 30). Sin embargo,
no sabemos si hay otra solucion factible en la cual el valor de la funcion objetivo sea ma-
yor que el valor en B. Como hay una infinidad de soluciones factibles en la regién, no es
posible determinar el valor de la funcién objetivo en cada una de ellas. No obstante, po-
dremos establecer las soluciones 6ptimas sin examinar todas las soluciones factibles. Ne-
cesitaremos primero algunos conceptos auxiliares.
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Definicién 1

Definicién 2

Ejemplo 5

Definiciéon 3

El segmento de recta que une los puntos distintos x; y x, de R" es el conjunto de puntos
delaformadx; + (1 —2)x,;, 0<1<1. Observequesil=0, obtenemos x,,ysild = 1,
obtenemos x; .

[, x] ={x e R x=Ax; + (1 —24) x3; x4, x, ER", A€ [0,1]}

Un conjunto S no vacio en R™ es convexo si el segmento de recta que une cualesquiera dos
puntos de S esta completamente contenido en S.

VX, X, ES=Ax; +(1—2A)x, €S,1€[0,1]

Los conjuntos sombreados de la Figura 6-9 son conjuntos convexos en R?. Los conjuntos
sombreados de la Figura 6-10 no son conjuntos convexos en R?, pues el segmento de recta
que une los puntos indicados no esta completamente dentro del conjunto.

\

P~

NN

P, “ P, | P,
(a) (b) (©) (d)
Figura 6-9
P, )
P, \ / :' “Pl \
\ ‘ ‘ L N, |
P, - \ Py
(@) (b) (©)
Figura 6-10

No es muy dificil demostrar que la regién factible de un problema de programacién lineal

es un conjunto convexo

Se puede verificar que las regiones factibles para los problemas de programacién lineal del
Ejemplo 2 y del Ejemplo 3 son convexos.

Ahora limitaremos nuestro analisis de los conjuntos convexos a conjuntos en R?, aunque
las ideas aqui presentadas se pueden generalizar a conjuntos convexos en R".

Los conjuntos convexos pueden ser acotados o no acotados. Un conjunto convexo es aco-
tado si se puede encerrar en un rectangulo suficientemente grande; un conjunto convexo es
no acotado si no se puede encerrar de esta forma. Los conjuntos convexos de la Figura 6-9
(@) y (b) son acotados; los conjuntos convexos de la Figura 6-9 (c) y (d) no son acotados.

Dado un conjunto convexo S € R", se dice que x € S es un punto extremo o vértice de S si
es un punto de S que no es un punto interior de algtin segmento de recta en S. Esto se pro-
duce cuando no es posible expresar x como combinacion lineal convexa de otros dos puntos
distintos de S.

Es decir, x es un punto extremo si A/ x;,x; € 5,x; # X, /x = Ax; + (1 — 1) x,
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En la Figura 6-11 hemos sefialado los puntos extremos de los conjuntos convexos de la Fi-
gura 6-9(a), (b) y (c) mediante puntos de mayor tamafio. El conjunto convexo de la Figura
6-9 (d) no tiene puntos extremos.

(a) (b) (©)

Figura 6-11
El resultado basico que relaciona los conjuntos convexos, los puntos extremos y los pro-
blemas de programacién lineal es el siguiente teorema, cuya demostracion se omite.

Sea S la region factible de un problema de programacion lineal.
(a) Si S es acotada, entonces la funcién objetivo

z = ax + by
Teorema 1 . .
alcanza sus valores maximo y minimo en S; estos valores ocurren en puntos extremos de S.

(b) Si S no es acotada, entonces puede, o no, alcanzarse un valor maximo o minimo en S. Si
hay un valor maximo o minimo en S, éste ocurre en un punto extremo.

Entonces, cuando la region factible S de un problema de programacién lineal es acotada, un
método para resolver el problema consiste en determinar los puntos extremos de S y eva-
luar la funcién objetivo z = ax + by en cada uno de ellos. Una solucién éptima es un
punto extremo en el cual el valor de z es un maximo o un minimo.

Procedimiento para resolver geométricamente un problema de programacion lineal de
dos variables

Paso 1. Trazar la region factible S.

Paso 2. Determinar todos los puntos extremos de S.

Paso 3. Evaluar la funcién objetivo en cada punto extremo.

Paso 4. Elegir un punto extremo en el cual la funcién objetivo tiene el valor mas grande (mas
pequefio) para un problema de maximizacién (minimizacién).

Consideremos de nuevo el Ejemplo 1. La regién factible que aparece en la Figura 6-8 es
acotada y sus puntos extremos son 0(0, 0), A(0, 35), B(10, 30) y €(25,0). La Tabla 6-1 mues-
tra que el valor de z es maximo en el punto extremo B(10,30). Por lo tanto, la solucién
optima es

x = 10, y = 30.

Esto significa que el fabricante debe producir 10 cuartos de revelador fino y 30 cuartos de
extrafino, para maximizar su ganancia. En tal caso, su ganancia maxima diaria sera de 3,80
euros. En este problema hemos elegido ntimeros pequefios, para reducir la magnitud de los
calculos. En un problema real, los nimeros serian mucho mayores.
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Valor de
2= 20x + 30y
Punto (libras)
A(10, 40) 1400
B(30, 40) 1800
C(30, 20) 1200
Tabla 6-2

En la Figura 6-8, observamos que los puntos (70, 0) y (0, 50) son puntos de intersecciéon de
rectas frontera (limite). Sin embargo, no son puntos extremos de la regioén factible, puesto
que no son soluciones factibles; es decir, no estan dentro de la regién factible.

Resolvemos el Ejemplo 2 de forma geométrica.

La region factible S de este problema de programacioén lineal aparece en la Figura 6-12 .
Como S es acotada, determinaremos el valor minimo de z evaluando z en cada uno de los
puntos extremos. En la Tabla 6-2 hemos tabulado el valor de la funcién objetivo para cada
uno de los puntos extremos A(10,40), B(30,40) y C(30,20). El valor de z es minimo en el
punto extremo € (30, 20). Por lo tanto, la solucién 6ptima es:

x = 30,y = 20

lo cual significa que el fabricante debe producir 30 toneladas del producto en la planta X y
20 toneladas en la planta Y. Si lo hace asi, la cantidad total de particulas suspendidas sobre
la poblacién sera de 1.200 kilos por semana.

A(10, 40) | B(30, 40)
+

30 T

20 T
x+y=>50
10 +

+ u + + x
o 10 20 30 40 50

Figura 6-12
En general, un problema de programacién lineal puede:

1. No tener una solucioén factible; es decir, que no haya puntos que satisfagan todas las res-
tricciones de las ecuaciones (2) y (3).

2. Tener una tnica solucién 6ptima.
3. Tener més de una solucién 6ptima.

4. No tener un valor maximo (o minimo) en la regién factible; es decir, es posible elegir un
punto de la region factible en el cual la funcion objetivo es tan grande (o tan pequefia) como
se quiera.

6.1.2 Problemas estdndar de programacion lineal

Ahora centraremos nuestra atencién en una clase particular de problemas de programacion
lineal, y mostraremos que todo problema de programacion lineal se puede transformar en
uno de esta clase particular.

Con la expresién problema estdndar de programacion lineal haremos referencia, en ade-
lante, al problema de programacion lineal con esta estructura: determinar valores de
X1,X2,..., X, que maximicen

Z=CX; +C1Xq +...CpXy (12)

Sujeto a las restricciones:
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Ejemplo 6

Ejemplo 7

Ejemplo 8

aq1X1 + A12X, + -+ A1nXn < b1
alel + azzxz + -+ aann S bz (13)

A1 X1 + AaXy + o+ QX < by

520 (1<j<n) (14)

El problema de programacion lineal:

Minimizar z = 3x — 4y sujeto a las restricciones:
2x —3y <6
x+y<8
x=0
y=0
no es un problema estandar de programacién lineal, pues aqui se busca minimizar la fun-
cién objetivo mientras que en el problema estdndar se debe maximizar.

El problema de programacion lineal:
Maximizar: z = 12x — 15y sujeto a las restricciones:
3x—y=4
2x + 3y <6
x=0
y=0
no es un problema estandar de programacioén lineal, porque una de las desigualdades es de

la forma >, mientras que en un problema estdndar cada desigualdad de (13) debe ser de la
forma <.

El problema de programacion lineal:
Maximizar z = 8x + 10y sujeto a las restricciones:
3x+y=4
2x — 3y <5
x=0
y=0

no es un problema estdndar de programacioén lineal, porque la primera restriccién es una
ecuacién y no una desigualdad de la forma <

Todo problema de programacién lineal se puede transformar en un problema estandar de
programacion lineal.

6.1.3  Problemas de minimizacién vistos como problemas de maximizacién

Todo problema de maximizacién se puede ver como un problema de minimizacién, y vice-
versa. Esto es consecuencia de la igualdad:

Minimo de cyx; + cyx, + -+ + ¢ x, = —maximo de {—(c;x; + x5 + -+ X))} (15)
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6.1.4 Inversién de una desigualdad

Consideremos la desigualdad:

dix; +dyx, + -+ dyx, = —b
La multiplicacién de ambos lados de esta desigualdad por —1 cambia el sentido de la de-
sigualdad, ast:

—dx; —dyx; — - —dyx, <b

Considere el siguiente problema de programacién lineal:
Minimizar w = 5x — 2y

sujeto a:
2x — 3y =2 =5
3x+2y< 12
x=0 (16)
y= 0.

Utilizando (15), y multiplicando la primera desigualdad en (16) por (-1) obtenemos el si-
guiente problema en forma estandar:

Maximizar z = —(5x — 2y) = —5x + 2y sujeto a:

—2x+3y<5
3x + 2y < 12
x=0
y = 0.

Una vez resuelto este problema de maximizacién, calculamos el negativo del valor maximo
de z para obtener el valor minimo de la funcién objetivo original, w.

6.1.5 Variables de holgura

De ser necesario hacerlo, no es dificil cambiar igualdades por desigualdades de la forma <.
Es el caso del Ejemplo 8, que se puede transformar en un problema estdndar de programa-
cién lineal. Pero no trataremos problemas de programacién lineal de esa clase, y por lo tanto
no lo analizaremos.

No es facil trabajar algebraicamente con sistemas de desigualdades lineales. Sin embargo,
no es dificil hacerlo cuando se trata de sistemas de ecuaciones lineales. Para aprovechar esta
circunstancia, transformaremos nuestro problema estdndar de programacion lineal en otro
que pide determinar variables no negativas que maximizan una funcion objetivo de tipo
lineal, y que satisfacen un sistema dado de ecuaciones lineales. Toda solucién del problema
dado produce una solucién del nuevo problema y, reciprocamente, toda solucién del nuevo
problema produce una solucién del problema dado.

Consideremos la restriccion:
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dix; +dyxy, + - +dyx, <b  (17)

Como el lado izquierdo de (17) no es mayor que el lado derecho, podemos convertir (17) en
una ecuacion si agregamos una cantidad desconocida no negativa u a su lado izquierdo,
para obtener:

d1x1 + dzxz + -+ dnxn +u= b (18)

La cantidad u de (18) es una variable de holgura, pues constituye la holgura del lado de-
recho de la igualdad, con respecto a su lado izquierdo.

Con base en lo anterior, y para obtener ecuaciones, procedemos a modificar cada una de
las restricciones en (2) (suponemos que representa un problema estdndar de programacion
lineal con s6lo desigualdades de tipo <), introduciendo en cada caso una variable (no ne-
gativa) de holgura. En la i-esima desigualdad:

ap Xy tapx, ++apx, <b;, (1<i<m) (19)
se introduce la variable no negativa de holgura, x,,,; , para obtener la ecuacion:
A1 X1 + AppXy + -+ QX + Xy = b (1T <m)

Entonces, nuestro nuevo problema se puede enunciar como sigue.

6.1.6  Nuevo problema

Determinar los valores de xy, Xy, ..., X, X415 - ) Xp g qUE Maximicen:

zZ=0Cx Fox ooy

Sujetos a:
A11X1 + QppXp + o0+ Xy + Xy =b,
a21X1 + azzxz + o + aann + +Xn+2 = bz (21)
Ap1Xy + ApaXy + 0+ Ay Xy * Xpym = bm
% 20,%20,.,x,20,x,,1,20,...,%,,m =0 (22)

Este nuevo problema tiene m ecuaciones conm + n incognitas. Resolver el problema ori-
ginal es equivalente a resolver el nuevo problema, en este sentido. Si x4, x5, ..., x,, €s una
solucion factible del problema dado, definido por (1), (2) y (3), entonces:

x1=20,x,20,..,x, =0

Ademas x,, X, ..., x,, satisfacen cada una de las restricciones en (2). Definamos x,,; 1 <i <
m como:
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Xnai = by — QX — Qipxy — - — Qi Xy

Es decir, x,,,; es la diferencia entre la desigualdad derecha de (19) y su lado izquierdo, en-
tonces:

Xpt1 = 0,%42 20,0000, X4, 20

De modo que x4, Xy, ..., X, Xp 41, o » Xpom Satisfacen (21) y (22).

Reciprocamente, supongamos que Xy, Xy, ..., Xp, Xp41, - Xnom Satisfacen (21) y (22). Entonces
es claro que x;, x,, ..., X, satisfacen (2) y (3)

Consideremos el problema del Ejemplo 1. Si introducimos las variables de holgura u y v,
podemos formular el nuevo problema de la siguiente manera: determinar valores de x,y, u
y ¥ que maximicen

z = 8x + 10y
sujetos a:
2x+y+u=>50
x+2y+ v=70

x=0 y=0 u=0 v=0

La variable de holgura u es la diferencia entre la cantidad disponible de la solucién A, 50
onzas, y la cantidad utilizada, 2x + y, de solucion A. La variable de holgura v es la dife-
rencia entre la cantidad disponible de la solucién B, 70 onzas, y la cantidad x + 2y de so-
lucién B.

Consideremos la solucién factible del problema dado:
x=5y=10
que representa el punto D de la Figura 6-8. En este caso obtenemos las variables de holgura:

u =150 —-2(5)—10 = 50 — 10 — 10 = 30
v=70-5—2(10)= 70 — 5 — 20 = 45

De modo que:
x=5y=10,u=30,v =45

Es una solucién factible del nuevo problema. Por supuesto, la solucién x =5, y = 10
no es una solucién 6ptima, dado que z = 8(5) + 10(10) = 140y, como vimos, el valor
maximo de z es 380, que se alcanza en:

x =10,y = 30.

En este caso, la correspondiente solucién 6ptima del nuevo problema es
x=10,y =30,u=0,v=0.
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